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Re´sume´ :
L’e´tude propose´e est une e´tape pre´liminaire pour le de´veloppement d’un solveur hybride RANS/LES
pour les e´coulements compressibles turbulents base´ sur des sche´mas de haute pre´cision et des mode`les
de sous-maille avance´s. Un tourbillon de Taylor-Green est simule´ pour plusieurs choix du nombre
de Reynolds en utilisant des sche´mas centre´s d’ordre e´leve´. Pour chaque calcul, on e´tudie l’effet du
maillage et de l’ordre de pre´cision du sche´ma.
Abstract :
The proposed study is a preliminary step toward the development of an hybrid RANS/LES solver
for the turbulent compressible flows based on high-order schemes and advanced sub-grid models. The
Taylor-Green vortex is computed for different Reynolds numbers by using high-order centered schemes.
For each simulation, we study the effect of the mesh size and of the numerical scheme on turbulent
small scale dynamics.
Mots clefs : tourbillon de Taylor-Green ; simulation de la turbulence
1 Introduction
Beaucoup d’e´coulements d’inte´reˆt pratique sont re´gis par des phe´nome`nes visqueux de proche paroi
(gradients de pression adverses, fortes courbures, interactions ondes de choc/couches limites) condui-
sant au de´collement de la couche limite et a` sa transition vers la turbulence. Ce type de proble`mes
repre´sente encore un de´fi pour les solveurs nume´riques, car il est caracte´rise´ par la coexistence de
phe´nome`nes (re´gions laminaires et turbulentes, 2D et 3D, essentiellement stationnaires et fortement
instationnaires) qui imposent souvent des contraintes contradictoires sur les me´thodes nume´riques
utilise´es. Le travail propose´ repre´sente une premie`re e´tape vers le de´veloppement d’une me´thodologie
nume´rique pour l’analyse d’e´coulements de´colle´s complexes en ae´rodynamique. Plus pre´cise´ment, nous
envisageons le de´veloppement d’un solveur nume´rique s’appuyant sur une strate´gie dite ”hybride” de
simulation de la turbulence, i.e. combinant la re´solution des e´quations de Navier-Stokes moyenne´es
(dites RANS) dans les re´gions caracte´rise´es par des couches limites turbulentes attache´es et la simu-
lation des grandes e´chelles (LES) dans les re´gions de´colle´es et transitionnelles [8].
Un ingre´dient essentiel pour le bon fonctionnement de ces me´thodes hybrides est l’utilisation de
me´thodes nume´riques pre´cises et peu dissipatives dans les re´gions LES, afin de minimiser le nombre
de mailles ne´cessaires pour re´soudre les structures fines de l’e´coulement.
Un bon prototype d’e´coulement transitionnant du re´gime laminaire au turbulent est repre´sente´ par
le proble`me-mode`le du tourbillon dit de Taylor-Green [12, 1]. Ce proble`me nous permet de tester
le comportement des sche´mas nume´riques durant la phase transitionnelle et le re´gime turbulent en
fonction de la re´solution du maillage. On montre que la re´solvabilite´ du sche´ma nume´rique et la
probabilite´ d’une rupture de symme´trie dans l’e´coulement augmente avec l’ordre de pre´cision du
sche´ma nume´rique utilise´ et en re´duisant les termes de dissipation nume´rique. Des sche´mas pre´cis et
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peu dissipatifs fournissent une description plus re´aliste de l’e´coulement dans des maillages relativement
grossiers.
2 Equations re´gissant le proble`me
Les mode`les hybrides RANS/LES s’appuient sur la similarite´ formelle des e´quations de Navier-Stokes
moyenne´es et des e´quations de Navier-Stokes filtre´es, a` la base respectivement des approches RANS
et LES. Pour un e´coulement compressible, la forme conservative de ces e´quations est donne´e par :
∂w
∂t
+ div(Fc − Fd) = 0 (1)
ou` w = (ρ, ρ~V , ρE)T de´signe le vecteur des variables conservatives, avec ρ la masse volumique moyenne
(resp., filtre´e), ~V le vecteur vitesse moyen (resp., filtre´) et E l’e´nergie totale spe´cifique moyenne (resp.,
filtre´e). Fc = (ρ~V , ρ~V ⊗ ~V + pI, ρE~V + p~V )
T repre´sente le flux convectif, p e´tant la pression moyenne








) · ~V − ~qυ − ~qt)T est le flux visqueux, ou` on reconnaˆıt les
contributions du tenseur des contraintes visqueuses τ
υ
et du vecteur flux de chaleur ~qυ ainsi que celles
du tenseur des contraintes de Reynolds τ
t
et du flux de chaleur turbulent ~qt. Lorsque ces derniers termes
s’annulent, on retrouve les e´quations de Navier-Stokes compressibles standard. Pour que le syste`me
(1) soit ferme´, il faut fournir des mode`les de comportement pour les termes de transport turbulent.
Comme dans le cas-test pre´sente´ dans la suite nous ne nous inte´ressons qu’au comportement des
sche´mas de discre´tisation pour le mode de calcul LES, nous omettons de de´crire les mode`les RANS.
Dans les re´gions LES, la taille du filtre est ge´ne´ralement co¨ıncidente avec la taille du maillage, puisque
seules les e´chelles de taille supe´rieure a` celle de la grille sont re´solues. Dans la pratique, toutefois, la
taille du filtre n’est pas connue pre´cise´ment puisque d’autres facteurs de filtrage implicite (viscosite´
nume´rique du sche´ma, traitement temporel implicite...) viennent re´duire la re´solvabilite´ du solveur. Ces
effets sont particulie`rement visibles au niveau de la dissipation de l’e´nergie : d’une part, les diffe´rents
mode`les de sous-maille (SGS) propose´s dans la litte´rature pour mode´liser le tenseur de Reynolds de
sous-maille issu du filtrage des e´quations donnent une repre´sentation impre´cise de la dissipation de
sous-maille, qui peut-eˆtre sous- ou sur-estime´e.Comme pour les mode`les RANS, la plupart des mode`les
SGS utilisent aussi un mode`le de une viscosite´ turbulente (de sous-maille) qui, ayant un effet similaire a`
celui de la viscosite´ mole´culaire, finit par baisser artificiellement le nombre de Reynolds e´quivalent de la
simulation. Ces conside´rations ont conduit au de´veloppement de mode`les de sous-maille base´s sur des
viscosite´s d’ordre e´leve´, n’affectant que les plus hautes fre´quences de l’e´coulement. Dans les approches
dites ILES (Implicit LES), la dissipation d’ordre e´le`ve est apporte´e par la viscosite´ nume´rique du
sche´ma utilise´, sans l’ajout explicite d’un mode`le SGS. Dans tous les cas, la bonne re´ussite d’une
simulation LES repose sur un e´quilibre de´licat entre la dissipation de sous-maille et la dissipation
intrinse`que du sche´ma nume´rique, qui doit eˆtre quantifie´e pre´cise´ment dans l’espace des nombres
d’ondes.
Dans la suite, nous utilisons le proble`me de Taylor-Green comme cas de re´fe´rence pour comparer le
comportement de plusieurs sche´mas nume´riques d’ordre e´leve´ en termes de dissipation des diffe´rentes
e´chelles de l’e´coulement. Dans le but d’isoler la contribution de la dissipation nume´rique de celle
du mode`le de sous-maille, nous effectuons nos simulations sans mode`le supple´mentaire, autre que le
termes de la dissipation du sche´ma de discre´tisation spatiale.
2.1 Sche´mas de discre´tisation spatiale
Dans ce travail nous e´tudions deux familles de sche´mas nume´riques d’ordre e´leve´.
Les sche´mas de la premie`re famille, appele´s DNC (Directional Non Compact) dans la suite, ont e´te´
conc¸us a` l’origine comme des sche´mas de´centre´s base´s sur une correction explicite de l’erreur de
troncature d’un sche´ma de´centre´ d’ordre 1 de type Roe [7]. Il sont caracte´rise´s par de tre`s bonnes
proprie´te´s de stabilite´ et de robustesse et ont e´te´ applique´s a` une grande varie´te´ d’e´coulements [3,
9], mais il sont relativement couˆteux, a` cause de l’usage d’une dissipation nume´rique matricielle, et
requie`rent l’utilisation de limiteurs de flux pour e´viter l’apparition d’oscillations au voisinage des
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discontinuite´s. Ces sche´mas peuvent eˆtre ge´ne´ralise´s a` un ordre de pre´cision quelconque par correction
re´cursive de l’erreur de troncature [7]. Afin de re´duire le couˆt de calcul et simplifier le traitement des
discontinuite´s, la matrice de dissipation des sche´mas DNC peut-eˆtre remplace´e par le rayon spectral
de la matrice jacobienne du flux [3, 9]. Dans ce cas, les sche´mas DNC deviennent analogues a` des
sche´mas centre´s avec ajout d’une dissipation artificielle scalaire d’ordre e´leve´ [3, 6]. Pour simplifier,





ou` f est la fonction flux de matrice jacobienne A = ∂f
∂w
. En utilisant un sche´ma DNC d’ordre 2p-1,





















est un flux dissipatif, Q est une matrice de dissipation (par exemple la
matrice de Roe). Les coefficients ai sont obtenus a` partir de la correction recursive de l’erreur de
troncature. Dans ce travail, le flux d est remplace´ par un terme de dissipation scalaire base´ sur des
combinaisons de de´rive´es d’ordre e´leve´, comme dans [4, 6] :
dj+ 1
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ε2j = k2νj νj =
| pj+1 − 2pj + pj−1 |





= max(ε2j , ε2j+1) ε4j+ 1
2




ou` λ(A) de´signe le rayon spectral de A. Le second terme du membre de droite de (4) a la fonction
d’amortir les hautes fre´quences de l’erreur et le premier terme n’intervient qu’a` proximite´ des discon-
tinuite´s afin d’empeˆcher la formation d’oscillations parasites. Le sche´ma dissipatif ainsi construit a
un ordre de pre´cision formel 2p − 1 dans les zones re´gulie`res de l’e´coulement. La constante k4 peut
eˆtre ajuste´e en fonction du compromis robustesse/pre´cision que l’on souhaite atteindre. Le terme
nonline´aire n’est pas pris en compte ici, car nous nous inte´ressons uniquement a` des e´coulements sub-
soniques.
La deuxie`me famille de discre´tisation utilise´e ici pour les comparaisons est la me´thode des sche´mas
DRP (Dispersion Relation Preserving), initialement propose´e par Tam & Webb [11]. Il s’agit de
diffe´rences finies centre´es, ge´ne´ralement sur un stencil e´tendu de taille N , dont les coefficients aj
sont calcule´s en minimisant l’erreur de dispersion dans l’espace de Fourier. Ainsi la de´rive´e de f en







Pour cre´er un sche´ma optimise´ sur 2N+1 points d’ordre 2M(M < N), on annule les termes du









ou` le nombre d’onde effectif est de´fini par k∗∆x = 2
∑N
j=1 aje
ikj∆x. Ainsi le sche´ma sur 11 points
utilise´ dans notre e´tude [2] est formellement d’ordre 4 (2 relations de Taylor) et les degre´s de liberte´
supple´mentaires permettent de minimiser l’erreur ∂E/∂a1 = 0,∂E/∂a2 = 0, ∂E/∂a3 = 0 , avec
(k∆x)l =
pi
16 et (k∆x)h =
pi
2 . De par leur caracte`re centre´, les sche´mas DRP ne sont pas capables
de traiter les oscillations maille a` maille. Ces hautes fre´quences sont donc supprime´es par application
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d’un filtre selectif. On applique ici un filtre optimise´ sur 11 points [2] avec un coefficient χ de 0.1 sous
la forme :
f f(x0) = f(x0)− χDf (x0) avec Df (x0) =
5∑
j=−5
d11j f(x0 + j∆x)
3 Re´sultats et discussion
Le tourbillon de Taylor-Green (TG) [12] est simule´ pour deux valeurs du nombre de Reynolds en
utilisant les sche´mas de´crits ci-dessus. Pour chaque calcul, on e´tudie l’effet du maillage et de l’ordre
de pre´cision du sche´ma en comparant avec les re´sultats de Brachet [1], obtenus par des simulations
nume´riques directes (DNS).
Le tourbillon TG est conside´re´ comme un bon prototype pour de´crire la formation des petites structures
via le me´canisme d’e´tirement des tourbillons. Le champ de vitesse initial bidimensionnel est donne´ par
[1] :
u(x, 0) = sin(kx) cos(ky) cos(kz) (8)
v(x, 0) = − cos(kx) sin(ky) cos(kz) (9)
w(x, 0) = 0 (10)
avec le nombre d’onde k = 2pi/λ = 1. La densite´ et la pression initiales sont donne´es par :
ρ(x, 0) = 1 p(x, 0) = p0 +
ρ
16
[(cos(2z) + 2)(cos(2x) + cos(2y))] (11)
Ici, nous choisissons p0 = 100 ce qui correspond a` un nombre de Mach de 0.08, c’est-a`-dire un
e´coulement quasiment incompressible. Notons que l’e´quation (11) est la solution de l’e´quation de
Poisson pour la pression pour un e´coulement incompressible. Le domaine de calcul est repre´sente´ par
la boˆıte cubique [0, 2pi]3. Des conditions de pe´riodicite´ sont impose´es aux bords. Les re´sultats presente´s
ont e´te´ re´alise´s avec des maillages uniformes compose´s de 323, 643 et 1283 cellules respectivement. Les
e´quations sont avance´es avec un algorithme de Runge-Kutta avec un pas de temps de 0.01, 0.005 ou
0.0025 en allant du maillage le plus grossier au plus fin. Deux valeurs du nombre de Reynods, Re = 400
et Re = 3000 on e´te´ simule´es.
La figure 1 montre trois vues instantane´es des iso-surfaces du critere Q colorie´es par l’e´nergie cine´tique
pour le cas Re = 400. On y remarque la phase initiale d’e´tirement des tourbillons, la phase de transition
et le re´gime turbulent de´veloppe´. La solution a e´te´ obtenue en utilisant le sche´ma DNC5 dans le maillage
643. Pour Re = 3000, on observe que l’e´tirement se produit plus toˆt et les structures deviennent plus
petites en re´gime turbulent.
Dans les figures 2 et 3 nous fournissons un analyse plus quantitative du comportement des sche´mas en
e´tudiant l’e´volution temporelle du taux de dissipation d’e´nergie pour diffe´rents sche´mas et diffe´rents
choix des parame`tres nume´riques.
(a) (b) (c)
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Figure 1 – Iso-surfaces du crite`re Q [5] pour un tourbillon de Taylor-Green a` Re = 400 avec le sche´ma DNC5.
La couleur indique la variation de l’e´nergie cine´tique. (a) t = 2.5, (b) t = 7.5, (c) t = 12.5.
Les figures 2(a) et 3(a) pre´sentent l’influence de l’ordre de pre´cision des sche´mas DNC. Les sche´mas
d’ordre faible sont plus dissipatifs que le sche´ma DNC5. La comparaison est re´alise´e avec la valeur de
k4 fournissant les meilleurs re´sultats pour chaque sche´ma. Notons que la valeur de k4 pour les sche´mas
Jameson et DNC3 est conside´rablement plus e´leve´e que pour le sche´ma DNC5. Les figures 2(b) et
3(b) montrent les re´sultats pour le sche´ma DNC5 avec diffe´rentes valeurs de la constante k4. Ce test
permet de trouver la valeur de k4 la plus approprie´e dans notre e´tude et ainsi de connaˆıtre l’effet de
la dissipation artificielle sur le calcul. Finalement, on conclut que le sche´ma DNC5 offre une meilleure
re´solution pour k4 = 0.001. Les figures 2(c) et 3(c) repre´sentent l’effet du raffinement de maillage. Les
re´sultats montrent que les sche´mas DNC ont besoin d’un maillage plus fin que le sche´ma DRP11 pour
obtenir la meˆme pre´cision.















































































Figure 2 – Taux de dissipation de l’e´nergie pour Re = 400. (a) Comparaison des diffe´rents sche´mas pour un
maillage 643 ; (b) effet du coefficient de dissipation k4 pour le sche´ma DNC5 et un maillage 64
3 ; (c) effet du
raffinement du maillage pour le sche´ma DNC5.















































































Figure 3 – Taux de dissipation de l’e´nergie pour Re = 3000.(a) Comparaison des diffe´rents sche´mas pour un
maillage 643 ; (b) effet du coefficient de dissipation k4 pour le sche´ma DNC5 et un maillage 64
3 ; (c) effet du
raffinement du maillage pour le sche´ma DNC5.
L’objectif de ce travail e´tait la validation de me´thodes de haute pre´cision pour re´soudre une grande
gamme d’e´chelles. Les re´sultats obtenus pour le tourbillon de Taylor-Green permettent de conclure
que les deux sche´mas DNC et DRP se comparent favorablement avec la solution DNS de Brachet et
al. [1] base´e sur des me´thodes spectrales. On s’inte´resse plus particulie`rement a` la capacite´ du sche´ma
DNC5 a` re´soudre les petites e´chelles turbulentes avec un stencil re´duit par rapport au sche´ma DRP,
ce qui ne´cessite des maillages plus fins. L’e´tape suivante sera de valider le comportement des mode`les
de turbulence dans notre solveur hybride RANS/LES.
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